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Rettevejledning

Opgave 1. For ethvert a € R betragter vi tredjegradspolynomiet P : C —
C, som er givet ved forskriften

V2eC:P(2)=2+(1—-a—a*)2*+ (a® —a® —a)z +ad*
Desuden betragter vi differentialligningerne
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1) Vis, at udsagnet
(1) Vis, g
Vz2e€C:P(z)=(2—a)(z —a®)(z+1)

er opfyldt.
Lgsning. Ved udgangning af parenteserne fas resultatet, sa ligningen
VzeC:(z—a)(z—a*)(z+1) =2+ (1—a—a®)2*+ (a®* —a® —a)z +a*

er opfyldt.



(2)

Bestem samtlige rgdder i polynomiet P, og angiv rgddernes multi-
pliciteter.

Lgsning. Af resultatet ovenfor ser vi, at polynomiet P har rgdderne
2
a,a” og —1.

Hvis a = —1, har polynomiet P rgdderne —1 og 1 med multipliciteterne
henholdsvis 2 og 1.

Hvis a = 1, har polynomiet P rgdderne —1 og 1 med multipliciteterne
henholdsvis 1 og 2.

Hvis a = 0, har polynomiet P rgdderne —1 og 0 med multipliciteterne
henholdsvis 1 og 2.

Hvis a € R\ {—1,0, 1}, har polynomiet P de tre forskellige rgdder a, a?
og —1, der hver har multipliciteten 1.

Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningen (x).
Lasning. Det karakteristiske polynomium for differentialligningen ()

er polynomiet P, hvor a = 2. De karakteristiske rgdder er derfor —1,2
og 4. Dette betyder sa, at den fuldsteendige lgsning til () er

r=2(t) = cre”" + cpe® + cze*, hvor c¢p,cy,c35 € R.

Godtger, at differentialligningen (x) ikke er globalt asymptotisk stabil.

Lgsning. Da to af de karakteristiske rgdder er positive, er differential-
ligningen (%) ikke globalt asymptotiske stabil.

Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningen ().

Lgsning. Vi gaetter pa en speciel lgsning af formen & = #(t) = Ate™,
og vi finder, at A = 2, sa den fuldstendige losning til (xx) er

r=a(t) = cre”" + coe® + cze* +2te”, hvor ¢, c,c3 € R.

Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningen (x * ).

Lagsning. Det karakteristiske polynomium @ = Q(z), z € C, for diffe-
rentialligningen (x %) er Q(z) = zP(z), hvor a = 2. De karakteristiske



rgdder er derfor —1,2,4 og 0, og dermed er den fuldstendige lgsning
til (% % *) givet ved udtrykket

v =a(t) = cre” + cpe® + c3e™ 4 ¢y, hvor ¢y, ey, 03,04 € R.

Opgave 2. Vi betragter 3 x 3 matricen

a5 1
6 6 3
_ 5 11
A= —% % 3
1 1 _7
3 3 3
og vektordifferentialligningen
dz
— = Az.
Q = Az

(1)

Vis, at vektorerne a = (1,—1,0),b = (1,1,2) og ¢ = (—1,—1,1) er
egenvektorer for matricen A, og angiv de tilhgrende egenveerdier.

Lgsning. Ved udregning finder vi, at Aa = —a, Ab = —2b og Ac =
—3c. Dette viser, at vektorerne a, b og ¢ er egenvektorer for matricen A
med egenvardierne henholdsvis —1, —2 og —3.

Bestem den fuldsteendige lgsning for vektordifferentialligningen (§).

Lgsning. Vi finder, at

1 1 —1
z=z(t)=cie”'| =1 |4+ 1 | +ece®| —1 |,
0 2 1

hvor ¢y, c9,c3 € R.
Afggr, om vektordifferentialligningen (§) er globalt asymptotisk stabil.

Lgsning. Vektordifferentialligningen (§) er globalt asymptotisk stabil,
idet alle egenveerdierne for matricen A er negative.

Bestem den specielle lgsning z = z(t) til vektordifferentialligningen (§),
sa betingelsen z(0) = (1, —1, 3) er opfyldt.



Lgsning. Vi finder, at

1 1 -1
z=zt)=e¢ " -1 |+ | 1 [+ -1 |,
0 2 1

idet ¢ =g =c3 = 1.

Opgave 3. For ethvert r > 0 betragter vi maengden
Kir)y={z€C||z|<r V |z|=r"}
(1) Begrund, at meengden K (r) er kompakt for ethvert r > 0.
Lgsning. Det er klart, at maengderne
Ki(r)={z € C|[z| <r} og Ka(r) ={2€ C||z] =17}

er kompakte (afsluttede og begreensede) for ethvert » > 0, og heraf
folger det umiddelbart, at ogsa K (r) er kompakt for ethvert r > 0.

(2) Bestem tallet r > 0, sa K(r) = K(r?).
Lgsning. Vi ser, at K(r) = K(r?), hvis og kun hvis r = 1.
(3) Bestem faellesmaengden

K ().

r>0

Lgsning. Vi finder, at

N K(r) = {0}.

r>0

(4) Bestem r > 0, sa maengden K (r) er konveks.

Lgsning. Hvis K(r) skal vaere konveks, ma vi kreeve, at r* < 7, sa
r €10,1].

Lad (zy) veere en folge af komplekse tal, og antag, at kravet
VkEkeN:z, #0
er opfyldt.



(5) Vis, at folgen (t;), som opfylder betingelsen

VkeN:tk:ék’,
k

har en konvergent delfglge (Z;,) med greensepunkt i ¢ € T. (Man skal
altsa vise, at |t| = 1.)

Lasning. Folgen (tx) er en folge pa den kompakte meengde T. Heraf
folger pastanden straks.

Opgave 4. Vi betragter integralet

1 1 dz dz\?
I(z) :/0 (x2+2x+:ic—|—552>dt:/0 (x2—|—2:v+dt+ (dt) ) dt
og den funktion F : R? — R, som har forskriften
V(z,y) € R*: F(z,y) = 2* +2x +y + >
(1) Vis, at funktionen F' er strengt konveks overalt pa definitionsmeengden
R2.
Lgsning. Vi finder, at

oF 20 + 2 oF 2y +1
— =2z og — =

sa funktionen F' = F'(x,y) har Hessematricen

H(I,y):<§ g)

som er positiv definit. Da er f en strengt konveks funktion.

(2) Bestem den funktion x* = 2*(¢), der minimerer integralet I(x), idet
betingelserne z*(0) = —1 og x*(1) = 2 er opfyldt.

Lgsning. Eulers differentialligning for dette variationsproblem, som
abenbart er et minimumsproblem, er

OF d (OF) s o1
or dt\oz) " TT T T



hvoraf vi far, at
v =u1z(t) = Ae' + Be " — 1.

Idet betingelserne 2*(0) = —1 og x*(1) = 2 skal veere opfyldt, finder
vi, at




